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Resumo

O problema do fluxo maximo de custo minimo é bastante famoso em
pesquisa operacional, logistica e, principalmente, ciéncia da computagao,
pois é um problema que generaliza diversos outros ligados & teoria de gra-
fos, inclusive o de obter um caminho de custo minimo e o de encontrar
um fluxo mdximo. Além disso, existem algoritmos polinomiais assintoti-
camente eficientes para resolvé-lo, muito embora esses sejam uns dos mais
complexos em teoria de grafos. Nosso trabalho serd mostrar como esse
problema pode ser ajustado para resolver um problema de otimizacao que
costuma aparecer em sistemas distribuidos, o de balancear a carga nos
nos do sistema.

1 O Problema do Fluxo Maximo

Seja G = (V, E) um grafo direcionado, s (a fonte) e ¢ (o sorvedouro) dois vértices
distintos de G e ¢ : E — RT uma funcao real niao negativa representando as
capacidades das arestas. Estenda ¢ para V x V fazendo c(u,v) := 0 sempre
que (u,v) € Vx V\ E. Un fluxo f em G é uma fungdo real f : V xV — R
satisfazendo

o f(u,v) <c(u,v)V(u,v) € V x V (respeito as capacidades)
o f(u,v) =—f(v,u) ¥(u,v) € V x V (antissimetria)

. Z fu,v) =0Vu € V\ {s,t} (conservacao da “matéria”)
veV

Abusamos a notagdo e definimos f(A, B) := Z Z flu,v) se ABCV
uceAveEB
forem dois conjuntos de vértices. Ainda, definimos f(u,B) := f({u},B) e
f(Av) := f(A,{v}) caso u,v € V sejam vértices quaisquer.



Dessa forma, definimos o valor do fluxo f como |f] := f(s, V). Naturalmente,
dizemos que um fluxo f* é maximo quando quer que para todo fluxo f, |f| <
|f*]. O problema do fluxo méximo consiste em, dado (G, s, t, c), encontrar um
fluxo maximo f*.

Ao leitor que deseja uma vis@o mais abrangente das nocoes bésicas de teoria
de grafos, indicamos [0]. Nessa referéncia também serdo encontradas proprieda-
des de fluxos nao citadas aqui com rigorosa demonstragao.

Diversas sao as razoes que tornam esse problema interessante. Uma delas
é que nao so6 ele generaliza o problema do emparelhamento méaximo em grafos
bipartidos, mas também o algoritmo atualmente mais eficiente para esse pro-
blema, o de Hopcroft e Karp [1], foi desenvolvido com as idéias por trds do fluxo
méximo em mente. [0] mostra a relagdo precisa entre esses dois problemas.

Para entender uma outra razao e ja projetar nossa discussao adiante, deve-
mos examinar os conceitos de cortes e de caminhos aumentantes. Um corte de
um grafo G é uma particdo V' = SUT dos vértices de forma que SNT = {}, s € S

et eT. O valor de um corte C = (S,T) é definido como |C| := Z Z c(u,v).

ueS veT
Uma propriedade interessante dos cortes é que para qualquer fluxo f, |f] =

f(S,T). Essa e outras propriedades de cortes encontram-se demonstradas em
[0]. Com isso temos que

1= FST) =) fluw) <Y e(uv) =C],

ueSveT ueSveT

de forma que o valor de qualquer corte majora o valor de qualquer fluxo.

Um caminho aumentante em G com respeito a f é um caminho P = [s =
vo, -+ , v = t] da fonte ao sorvedouro respeitando f(v;, v;y1) < ¢(vi, vi41) para
todo 7, 0 < i < k. O nome “aumentante” se deve ao fato de que se definirmos
0 := min {c(vi, vi+1) — f(vi, vi+1)} e incrementarmos o fluxo f ao longo de P

0<i<k
no valor de §, estaremos obtendo um fluxo com valor estritamente maior, pois
0 > 0. Isso estd formalmente verificado em [0].

Com esses dois conceitos claros em mente, podemos enunciar o principal

Teorema concernente aos fluxos maximos.

Teorema 1. (Maz-Flow Min-Cut Theorem,)
As trés sequintes afirmagoes sao equivalentes.

(a) f € um fluzo mdzimo em G.
(b) Nao existem caminhos aumentantes em G com relagio a f.
(¢) Existe um corte C de G com |f| =|C|.

Demonstracio. ((a) = (b)). Caso houvesse um caminho aumentante em G, o
fluxo f poderia ser aumentado, contradizendo f ser maximo.

((b) = (c¢)). Defina S como o conjunto dos vértices atingfveis a partir
do vértice s apenas por arestas (u,v) nao saturadas, i.e., f(u,v) < c(u,v), e



defina T := V' \ S. Certamente ¢ € T, pois caso contrdrio haveria um caminho
aumentante. Ainda, trivialmente se verifica que s € S. Logo C' := (S,T) é um
corte. Para cada (u,v) € S x T, temos que ¢(u,v) = f(u,v), pois caso contrario
v seria atingivel. Entao

=00 Fluw) =YY elu,v) =|C).

ueSveT ueSveT

((¢) = (a)). Segue do resultado estabelecido sobre valores de cortes majo-
rarem valores de fluxos. O

Esse resultado coloca o problema de achar um corte minimo como um pro-
blema paralelo ao de achar um fluxo méaximo. Na verdade, eles sdo problemas
duais no sentido de programacao linear.

O método de Ford-Fulkerson nada mais é do que a aplicagao desse teorema,
pois ele encontra caminhos aumentantes e os aumenta até nao poder mais. No
entanto, escolhendo algumas capacidades como numeros irracionais de forma
cuidadosa, podemos fazer esse algoritmo néao parar. Jé o algoritmo de Edmonds
e Karp [0] aumenta caminhos aumentantes de comprimento (nimero de arestas)
minimo, e isso garante que ele leva no maximo O(|V||E|) iteragoes, levando a
uma complexidade O(|V||E|?).

Existem algoritmos que rodam sob O(|V[?), um dos quais estd provado cor-
reto em [0]. Porém, esses sdo substancialmente complexos e fogem ao nosso
€scopo.

Porém, intuitivamente, nesse problema nao hé nocao de custo nas arestas,
pois nao pagamos nada para transportar matéria por elas. Dessa forma, num
certo sentido, nossos fluxos podem ficar “ineficientes”, pois eles podem conter
“ciclos”, que nos custariam mais caro.

E essa observacdo que nos leva ao problema do fluxo méximo de custo
minimo.

2 Fluxos Maximos de Custo Minimo

Dado um grafo direcionado G = (V, E), os vértices distintos s, ¢ € V', uma fungao
capacidade real nao negativa ¢ : E — R e uma funcao custo real nao negativa
$: E — RT, estendemos ¢ como da primeira vez para V x V e estendemos $
de forma qualquer também para V' x V. Definimos entao o custo de f como
$(f) == Y, flu,v)S$(u,v).

(u,0)eV XV
J(u,0)=>0

Note que a arbitrariedade na extensao de $ nao prejudica a unicidade da
defini¢ao de $(f) porque f(u,v) <0 sempre que (u,v) ¢ E.

Diremos que um fluxo f é de custo minimo se para qualquer fluxo f’ com
[l < |f'|, valer $(f) < $(f’). Assim, podemos enunciar o problema do fluxo
méximo de custo minimo como, dado (G, s,t,c¢,$), obter um fluxo f* maximo
e de custo minimo.



Em primeiro lugar, correndo o risco de citar o ébvio, vale notar que esse
problema generaliza o problema do fluxo maximo e que, portanto, devemos
esperar um problema mais dificil e algoritmos menos eficientes. De fato, isso se
verifica.

Algo interessante sobre o problema do fluxo maximo de custo minimo é que
podemos assumir, sem perda de generalidade, que nao existem vértices u,v € V.
tais que ambas as arestas (u, v) e (v, u) estdo em F. Isso ocorre porque fixado G,
podemos montar o grafo G’ = (V', E') onde V' = U {%, ¥’} é o conjunto de

veV
vértices obtidos trocando cada vértice de V por um vértice de entrada, v, e um
vértice de safda, ©'. Além disso, E' = {(u, V) : (u,v) € E}U{(v,7) :v eV}
é o conjunto de arestas obtido ligando a saida de u na entrada de v para cada
aresta (u,v) € F e adicionando ligagdes da entrada para a saida de cada vértice.

Para completar a construcao, devemos definir uma funcéo capacidade ¢ e
uma funcdo custo $'. Se (u,v) € E, definimos (', V) := c(u,v) e $(u,v) :=
$(u,v). Ainda, para cada vértice v € V, definimos ¢/ (v, ¥') := Z c(u,v) e

(u,v)EE
$(v, V) :=0.

E deixado como exercicio a verificagao de que é possivel computar um fluxo
maximo de custo minimo de s para t em G se for computado um fluxo maximo
de custo minimo de 5 para T,

Finalmente, observamos que |V’'| = 2|V] e que |E’| = |E| + |V|. Logo, se
acharmos um algoritmo polinomial para resolver esse problema mais restrito,
teremos achado um algoritmo assintoticamente tao eficiente quanto o primeiro
para resolver o problema geral.

A proxima secdo ira ilustrar uma aplicacao desse problema no transporte
de recursos em sistemas distribuidos. As secOes subsequentes irao tratar de
algoritmos para resolvé-lo. Esses algoritmos farao uso do resultado acima.

3 Aplicacoes

Nossa primeira aplicagao é concernente a um servidor que funciona como repo-
sitério de cédigos de software livre nao orientado a objetos. Seus processos usam
void* e mesmo assim seus administradores conhecem ciéncia da computacao,
ao contrario de certas pessoas que alegam o oposto e justificam sua tese dizendo
que escreveram 200 papers e sendo autoritarios e arrogantes. Todos os dias ap6s
o expediente os administradores se reliinem para contar piadas sobre os animais
que ficam usando software de fundo de quintal e reclamam de serem invadidos,
da maquina dar pau, de ela ficar lerda e do seu sistema ser um lixo.

Sendo um servidor muito sério e requisitado, é normal que ele possua muitos
cédigos armazenados. Dessa forma, foi necessario distribuir a informacao em
varios ndés. O problema é que com o passar do tempo, os nds estao “desbalan-
ceados”, i.e., alguns noés estao muito cheios e outros muito vazios.

Mais formalmente, a cada né v é associado o valor r(v), onde r : V. — R
é a fungao recurso. Caso r(v) > 0, v é um né fornecedor e r(v) unidades de



armazenamento devem ser retiradas desse né. Caso r(v) < 0, v é um né receptor,
e —r(v) unidades de armazenamento devem entrar em v. Caso r(v) = 0, dizemos
que v é um noé intermedidrio (“transshipment”) e o total armazenado em v deve
permanecer constante.

Entre dois nés u e v, pode existir uma rede (aresta) (u,v) com velocidade
o(u,v), onde “velocidade” é medido em unidades de armazenamento por uni-
dade de tempo. O custo de manter essa rede ativa é $(u,v), onde esse valor é
medido em dinheiro por unidade de armazenamento.

Foi destinado ao sistema um tempo 7 para que a locomogao seja concluida.
Gostarfamos de, nesse intervalo de tempo, satisfazer os requerimentos (dados
por 1) e, caso isso ndo seja possivel, fazer com que o resultado seja o mais
proximo do ideal, i.e., que o maximo de dados possivel seja transferido de nos
cheios para nés vazios. Iremos assumir, contudo, que nao devemos transferir
mais do que 7(v) a partir de um né v caso r(v) > 0 e que nao devemos fazer um
né v receber mais que —r(v) caso r(v) < 0.

Para resolver esse problema, montaremos um grafo direcionado G = (V, E).
V serd o conjunto dos nés mais dois vértices s e t. Para cada rede (u,v), iremos
inserir uma aresta (u,v) em E com c¢(u,v) = 7o(u,v). $ ja foi definido para
a rede. Agora, para cada vértice v € V' \ {s,¢} com r(v) > 0, colocamos a
aresta (s,v) com custo $(s,v) = 0 e capacidade ¢(s,v) = r(v). Ainda, para
cada vértice u € V' \ {s,t} com r(u) < 0, colocamos a aresta (u,t) com custo
$(u,t) = 0 e capacidade c¢(u,t) = —r(u). Deixamos como exercicio verificar que
um fluxo de custo minimo nesse grafo representa transacoes que levam a um
transporte ideal com custo de utilizagao das redes minimo.

Outra aplicacao pode ser tentar minimizar o tempo levado para pelo servidor
concluir a tarefa. Nesse caso a estrutura do nosso grafo seria a mesma. Os custos

b
o(u,v)

seria o inverso da velocidade. As capacidades seriam infinitas. Nas arestas
(s,v), os custos seriam 0 e as capacidades seriam r(v). Para as arestas (u,t) é
analogo. Nesse problema, as capacidades nao sao limitadas fora das arestas em
contato com a fonte e o sorvedouro, e existem algoritmos mais eficientes para
isso que o fluxo maximo de custo minimo. Trataremos dele adiante.

Temos que notar, no entanto, que devemos redefinir o custo de um fluxo

nas redes teriam de ser trocados para $(u,v) = , pois o tempo levado

para $(f) = (me)me f(u,v)$(u,v) ¢ de forma que o problema faga sentido.
u,v)e
f(u,v)>0

Isso serd um problema apenas para o primeiro algoritmo. No entanto, para
os outros dois, que nao usam propriedades sérias dos nimeros reais, isso sera
facilmente contornado se a operagao + for trocada por max.

De qualquer modo, ao longo desse trabalho, iremos nos concentrar na pri-
meira situagao, pois ela é mais comum em sistemas de tempo real.

Na tultima se¢ao, discutiremos como executar as transferéncias uma vez dado
o fluxo méximo de custo minimo em questao.



4 Solucao por Programacao Linear

Um conhecimento bésico de programacao linear é necesséario para acompanhar
esta se¢do. Para os leitores que desejam adquiri-lo, recomendamos [2] para uma
vis@o sob o ponto de vista de dlgebra linear e [0] para uma visao algoritmica.

Assumindo que o grafo G ndo possua arestas em ambos os sentidos para
qualquer par de vértices, para cada aresta (u,v) € E, o fluxo f(u,v) é nao
negativo, pois f(u,v) = —f(v,u) < 0, pois ¢(v,u) = 0. Dessa forma, podemos
propor o seguinte programa linear para resolver o problema para esse tipo de
grafos.

min{qTx} sujeito a

x; < ¢, 0<i<|E|
Deim(upyTi =0, weV\{st}
onde eg, - ,€g|—1 Sa0 as arestas, q € RIEl ¢ o vetor de custos e z € RIFl é o

vetor de fluxos.

Dada uma solugao factivel étima para esse problema, podemos montar fa-
cilmente um fluxo de custo minimo em G, pois o custo é minimizado por esse
programa linear e uma solugao factivel para ele claramente corresponde a um
fluxo.

Existe um outro programa linear, dessa vez com menos equacoes e variaveis,
que corresponde a pensar num fluxo como definido nas arestas e reescrever os
axiomas de fluxos, e ele ird valer porque $(u,v) > 0 e um fluxo tanto num
sentido como no outro seria um desperdicio. Mas nao iremos entrar nele aqui.

Infelizmente, os algoritmos de programacao linear disponiveis nao sao bons
o suficiente para nossas aplicagdes. O Simplex, o mais conhecido, é exponencial
no pior caso e caso seja programado por algum programador OO pode nao pa-
rar, pois como eles odeiam matematica, nao vao notar uma sutileza na inspegao
das varidveis que entram e saem da base. J4 o método de Karmakar [2], mais
recentemente desenvolvido, possui pior caso polinomial mas sofre de instabili-
dade numérica. Ele ja é, no entanto, suficiente para mostrar que esse problema
pode ser resolvido em tempo polinomial.

Ainda, existe um algoritmo chamado Network Simplex que é uma variagao do
Simplex comum e obtém tempo polinomial para esse programa linear especifico.

5 Solucao pelo Método de Ford-Fulkerson

O método de Ford-Fulkerson, como dito antes, encontra caminhos aumentantes
e os aumenta até nao poder mais para encontrar um fluxo maximo. Mas serd
que nao poderiamos escolher caminhos aumentantes especificos para garantir
que o fluxo maximo gerado é também de custo minimo? A resposta, felizmente,



é sim. Se escolhermos caminhos de custo minimo da fonte até o sorvedouro, o
fluxo gerado pelo método de Ford-Fulkerson possui custo minimo.

A verificagdo desse fato ndo é trivial. Nao serd possivel deduzi-la aqui e
nao deu tempo para encontrar referéncias, sinto muito. No entanto, um verifi-
cador serd apresentado adiante, i.e., um algoritmo que checa se um fluxo é de
custo minimo. Logo vocé pode colé-lo ao fim do seu algoritmo para garantir a
corretude.

O problema é que nao definimos direito que raios é um caminho de custo
minimo. Assuma que nao existem arestas em ambas as dire¢gdes. Pois bem,
dado o grafo G e o resto, monte um grafo G’ = (V, E’) onde E' = X UY onde
X =A{(u,v) € E: f(u,v) < c(u,v)} e Y = {(v,u) : (u,v) € EA f(u,v) > 0}
sao conjuntos de arestas nao saturadas. Defina uma funcao peso w : B/ — R
fazendo w(u,v) = $(u,v) se (u,v) € X e w(u,v) = —$(v,u) caso (u,v) €Y. w
estd bem definido porque X NY = {}. Queremos um caminho minimo em G
em relagao a funcao peso w.

Quando encontramos esse caminho, se ele existir, temos dois problemas.
Primeiro, o peso das arestas é um numero real, que pode ser negativo. Isso
pode ser contornado usando o algoritmo Bellman-Ford [0], que ainda funciona
com pesos negativos, mas é mais lerdo que o Dijkstra [0], que funciona com
pesos nao negativos apenas.

O segundo problema é que poderia haver um ciclo com soma dos pesos
negativa, e se ele fosse atingivel a partir da origem, nao existiria um caminho
mais curto. No entanto, como os fluxos gerados por esse Ford-Fulkerson sao
de custo minimo. Um ciclo negativo poderia ser aumentando gerando um fluxo
com mesmo valor e custo menor, pois os custos das arestas ($) sdo nao negativos.
Logo isso nunca ocorre.

Quando um desses caminhos for encontrado, devemos definir

W) = c(u,v) = f(u,v), (w,v)€X
Honv) f(v,u), (u,v) €Y

como o maximo a ser aumentado numa aresta. Se fizermos ¢ := ( min {K(u, v) },
u,w)eE

poderemos aumentar o fluxo ao longo desse caminho aumentante sem proble-
mas. Conseguiremos entao um fluxo maior.

A grande dificuldade no método de Ford-Fulkerson é, como visto antes, que
ele pode nao parar. Aqui nosso objetivo serd impor condi¢es no problema para
que ele pare, e pare rapido.

Em primeiro lugar, em [0] estd provado que se as arestas tiverem capacidades
inteiras, existird um fluxo maximo com valores inteiros nas arestas e valor inteiro,
e esse serd achado pelo algoritmo de Ford-Fulkerson. Com isso, temos que se
um fluxo tem valor |f|, entdo no méaximo |f| iteragdes serdo executadas. Se
for usado o algoritmo de Bellman-Ford, temos que a complexidade nesse caso é
O(fIIVIIE]).

Ainda, definindo « := Z r(v) temos que |f| < a, pois o corte C = (S, T)

veV
r(v)>0



onde S = {s} e T =V \ S tem valor a. Note que 3 := — Z r(v) também

veV
r(v)<0

poderia ser usado por argumento similar.

Dessa forma, podemos aproximar os valores da funcao recurso para inteiros
suficientemente pequenos para que o algoritmo pare rapidamente.

Existem varias melhoras a esse algoritmo, mas nenhuma delas sera citada
aqui, sinto muito.

6 Solucoes por Cancelamento de Ciclos

O dltimo algoritmo que iremos apresentar é o de cancelamento de ciclos. No-
vamente, iremos assumir um grafo sem arestas “bidirecionais”. Ele comeca
achando um fluxo maximo qualquer e procede encontrando ciclos (série fechada
de arestas por onde pode-se aumentar o fluxo) com soma dos custos negativa
(sobre o mesmo grafo da secdo passada).

Claramente, dado um ciclo desses, pode-se obter um fluxo com o mesmo
valor (logo ainda méximo) porém com um custo possivelmente menor, pois os
custos sdo ndo-negativos. A pergunta dessa vez é se, ao fim desse procedimento,
o fluxo obtido possuird custo minimo. Novamente a resposta é sim.

E novamente a demonstragdo disso é nao trivial (principalmente para quem
usa W*ndoze e programa em Java), entdo apenas indicaremos [3] como re-
feréncia.

Bom, como se encontram ciclos e soma negativa ou se verifica que eles nao
existem? Pode-se digitar cinco linhas de cédigo e implementar o algoritmo de
Floyd-Warshall, pois ele detecta esses ciclos (lembrar de MTM discreta). Mas
o algoritmo de Bellman-Ford também faz isso, e nesse caso ele é uma saida
melhor, pois é mais barato para grafos esparsos e igualmente caro para grafos
densos.

Outra coisa. Pode-se criar grafos com nimero de ciclos exponencial na sua
representacao em bits. Aumentando 1 de fluxo ao longo de cada um desses
ciclos num fluxo méaximo, nada nos garante que nosso algoritmo ird encontrar
justamente esses ciclos em ordem, levando tempo exponencial.

No entanto, [3] mostra como escolher os ciclos a aumentar de modo que
o algoritmo leve apenas O(m(m + nlogn)min{log(nU), mlogn}), onde U é
qualquer limite superior para r e ¢ simulteneamente. Isso é nao sé polinomial,
mas também bastante rapido.

Lembra ainda do problema de minimizar o tempo total na operagao? Pois
é, [3] mostra um algoritmo para resolver o problema em apenas O(n(m +
nlogn)log(nU)). No entanto, realmente eu ndo sei se poderfamos trocar + por
max nesse algoritmo. Teriamos que ter acompanhado mais de perto o paper.
Desculpem-nos.

Com isso foram apresentados algoritmos no estado da arte para resolver esse
problema. Infelizmente, qualquer tentativa de ir além disso em 20 minutos sera
inutil.



7 Transferindo os Dados

Muito bem, até agora aprendemos a calcular fluxos méximos de custo minimo,
mas eles apenas representam quanto devemos transferir entre os nds, mas nao
como. Essa se¢ao se propoe a, dado um fluxo maximo de custo minimo, transferir
os dados no sistema de forma étima.

Antes precisamos esclarecer o porque essa preocupacao ¢ importante. Ba-
sicamente, se um vértice tem armazenamento inicial oy e armazenamento final
a,, entdo, num dado instante de tempo t € [0;7], devemos ter ap < o <
ou a, < a; < ap, dependendo de se 0 armazenamento aumentou ou diminuiu.
Caso isso nao ocorresse, poderia existir um né que fosse enchido além da sua ca-
pacidade, um problema. Similarmente, um né poderia ficar com armazenamento
negativo (wtf?).

Vamos nos valer da convexidade de blocos no RIVI. A estratégia é simples.
Iremos subutilizar as redes pouco usadas e dispersar as requisigoes no tempo.
Em outras palavras, se uma rede (u,v) estiver destinada a transportar f(u,v)

. t
no intervalo 7, faremos com que ela tenha transportado — f(u,v) no tempo ¢.
T

Com isso, fixado u, obtemos

e nosso problema esta resolvido.
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